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Eserizio 1 (12 punti) Sia f = X4+6X2+4. Sia K = Q[
√
5], L il ampo di spezzamento di f su Q, e α ∈ L
una radie di f .
a. Mostrare he K ⊂ L.
b. Somporre f in fattori irriduibili in Q[X ] e in K[X ];
. Determinare il polinomio minimo di α−1 su Q.
d. Determinare [L : Q] (Suggerimento: quali elementi di un ampo K ammettono radie quadrata in
un'estensione quadratia K[
√
d]?)
Soluzione.
a. Se α è una radie di f abbiamo α4 + 6α2 + 4 = 0 da ui α2 = −3 ±
√
5 e quindi ±
√
5 = α2 + 3 ∈ L
perhé α ∈ L.
b. Osserviamo he f non ha radii reali (e in partiolare non ha radii in K o in Q) e quindi in R[X ]
si fattorizza nel prodotto di due polinomi irriduibili di seondo grado: questa fattorizzazione è data da
f = (X2 + 3 +
√
5)(X2 + 3 − √5). Questa fattorizzazione è valida anhe in K[X ]. Osserviamo he f non
può avere una fattorizzazione in Q[X ] ome prodotto di due polinomi di seondo grado irriduibili, altrimenti
questa sarebbe una fattorizzazione in K[X ] (o in R[X ]) ontraddiendo la preedente.
. Siome f è irriduibile α ha grado 4 su Q e quindi anhe α−1 ha grado 4 (questo perhé, ad esempio,
Q[α] = Q[α−1]). Abbiamo quindi α4 + 6α2 + 4 = 0 e dividendo per α4 otteniamo 1 + 6α−2 + 4α−4 = 0 e
quindi α−1 è radie del polinomio 1 + 6X2 + 4X4 da ui il polinomio minimo di α−1 è X4 + 32X
2 + 14 .
d. Sia α una radie di X2 + 3 +
√
5. Abbiamo he Q[
√
5, α] ⊆ L e vogliamo mostrare he in realtà vale
l'uguaglianza. Per questo è suiente mostrare he Q[
√
5, α] ontiene una radie di X2 + 3 −
√
5. E infatti
2/α è una radie di X2+3−√5. Questo deriva dal fatto he se d = −3−√5 e d′ = −3+√5 abbiamo dd′ = 4
e quindi d′ = 4/d e quindi una radie quadrata di d′ è data da 2/α.
Un altro modo di vedere questo fatto (seguendo più fedelmente il suggerimento) è il seguente. Se K è un
ampo e d non è un quadrato in K onsideriamo l'estensione K[
√
d]. Ci hiediamo quali elementi di K sono
quadrati in K[
√
d]. Abbiamo (a+ bε)2 = a2 + b2d+2abε. Questo quadrato sta in K se e solo se a = 0 oppure
b = 0. Nel primo aso otteniamo elementi del tipo a2 nel seondo del tipo b2d. Nel nostro aso i hiediamo
quindi se d′ è della forma b2d o, equivalentemente, se d′/d è un quadrato di K e abbiamo già osservato he
d′/d = 4/d2, he è hiaramente un quadrato.
Eserizio 2 (12 punti) Sia A = Z[
√
3].
a. Determinare l'inverso di 1 + 2
√
3 in Q[
√
3].
b. Mostrare he 1 + 2
√
3 è assoiato a 8 + 5
√
3 in A e he non è assoiato a 17 + 10
√
3 in A.
. Mostrare he il gruppo U(A) degli invertibili di A ontiene inniti elementi.
Soluzione,
a. Abbiamo, posto α = 1 + 2
√
3
α−1 =
α¯
N(α)
=
1− 2√3
−11 = −
1
11
+
2
11
√
3.
b. Osserviamo he i 3 elementi hanno tutti la stessa norma in valore assoluto (ondizione neessaria
anhè possano essere assoiati). Due elementi sono assoiati se il loro rapporto (in Q[
√
3]) è invertibile in
A. Abbiamo 8+ 5
√
3/α = 2+
√
3 (he è invertibile in A avendo norma 1), mentre 17+ 10
√
3/α = 4311 +
24
11]
√
3
(he non sta in A).
. L'elemento 2 +
√
3 ottenuto nel punto b. è invertibile (ha norma 1). Essendo un numero reale diverso
da > 1 tutte le sue potenze sono distinte e saranno tutte invertibili in A.
Eserizio 3 (10 punti) Si onsideri il sistema{
X19 = X
X3 + 13X2 + 48X + 36 = 0
a. Veriare he esistono esattamente quattro soluzioni distinte in Z665.
b. Determinare espliitamente almeno tre soluzioni.
Soluzione.
Osserviamo he 665 = 5 · 7 · 19 e quindi dobbiamo risolvere il sistema modulo 5,7 e 19 per il teorema inese
del resto.
Il polinomio X3 + 13X2 + 48X + 36 si fattorizza nella forma (X + 1)(X + 6)2 in Z[X ] e quindi anhe in
Zp[X ] per ogni primo p. Risolviamo quindi il sistema nei tre moduli 5,7,19.
 Modulo 5
La seonda equazione diventa (X + 1)3 e quindi l'unia soluzione è -1. Questa hiaramente soddisfa anhe la
prima equazione.
 Modulo 7
La seonda equazione ha soluzione −1 e −6 = 1 e queste hiaramente soddisfano la prima equazione.
 Modulo 19
La seonda equazione ha soluzione −1 e −6 e osservando he ogni elemento di Z19 soddisfa la prima equazione
(per il piolo Fermat) onludiamo he sono entrambe aettabili.
Otteniamo quindi 4 soluzioni ombinando le varie possibilità modulo 5,7 e 19: (-1,-1,-1), (-1,1,-6),(-1,-1,-
6), (-1,1,-1) . Le prime due triple danno le soluzioni -1 e -6 he già onosevamo dalla fattorizzazione di
X3 + 13X2 + 48X + 36. La terza tripla dà il sistema{
X ≡ −1 mod 35
X ≡ −6 mod 19
da ui X = −1 + 35k e quindi −1 + 35k ≡ −6 mod 19. Osservando he 35 = −3 mod 19 e moltipliando
per 6 l'equazione otteniamo −6 − 18k = 2 mod 19 e quindi −6 + k = 2 e inne k = 8. Conludiamo he
X = −1 + 35 · 8 = 279 è la terza soluzione.
L'altra soluzione si può alolare analogamente e dovrebbe essere 379.
